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COMPTAGE DE REPRESENTATIONS CUSPIDALES CONGRUENTES 


par 

Vincent Secherre 


Abstract. — Let F be a non-Archimedean locally compact field of residue characteristic p, G be an 
inner form of GL„ (F), n ^ 1, and ^ be a prime number different from p. We give a numerical criterion 
for an integral Aadic irreducible cuspidal representation p of G to have a supercuspidal irreducible 
reduction mod I, by counting inertial classes of cuspidal representations that are congruent to the 
inertial class of p, generalizing results by Vigneras and Dat. 

In the case the reduction mod ^ of p is not supercuspidal irreducible, we show that this counting 
argument allows us to compute its length and the size of the supercuspidal support of its irreducible 
components. We define an invariant ui(p) — the product of this length by this size — which is 
expected to behave nicely through the local Jacquet-Langlands correspondence. 

Given an Amodular irreducible cuspidal representation p of G and a positive integer a, we give a 
criterion for the existence of an integral Aadic irreducible cuspidal representation p of G such that its 
reduction mod I contains p and has length a. This allows us to obtain a formula for the cardinality 
of the set of reductions mod I of inertial classes of Aadic irreducible cuspidal representations p with 
given depth and invariant w. 

These results are expected to be useful to prove that the local Jacquet-Langlands correspondence 
preserves congruences mod 1. 
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1. Introduction et enonce des principaux resultats 

1 . 1 . 

Soit F un corps localement compact non archimedien, soit H le groupe lineaire general GL„(F), 
n ^ 1, et soit A le groupe multiplicatif d’une F-algebre a division centrale de degre reduit egal 
a n. Soit I un nombre premier diffCTent de la caracteristique residuelle p de F. Dat a construit 
dans [4] un cas particulier de correspondance de Jacquet-Langlands locale modulo i. C’est une 
bijection entre classes de representations irreductibles Gmodulaires — c’est-a-dire a coefficients 
dans une cloture algebrique d’un corps fini de caracteristique i — de A et classes de certaines 
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representations irreductibles £-modulaires de H, baptisees “super-Speh” (paragraphe 1.11). Elle 
est compatible, en un certain sens, a la correspondance de Jacquet-Langlands locale entre les 
classes de representations irreductibles ^-adiques — c’est-a-dire a coefficients dans une cloture 
algebrique du corps des nombres ^-adiques — de A et la serie discrete ^-adique de H. 

1 . 2 . 

Plutot que d’etudier directement la serie discrete ^-adique, qui se reduit mal modulo £, Dat etu- 
die son image par I’involution de Zelevinski, c’est-a-dire I’ensemble des classes de representations 
de Spell ^-adiques de H. Une telle representation est dite Usuper-Speh lorsqu’elle est entiere, et 
lorsque sa reduction modulo i est irreductible et super-Speh. La construction de la correspondan¬ 
ce de Jacquet-Langlands locale modulo i de [4] repose sur le fait crucial que la correspondance de 
Jacquet-Langlands locale Uadique fait se correspondre bijectivement representations Uadiques 
entieres de A dont la reduction modulo i est irreductible, et representations Usuper-Speh de H. 

1.3. 

Pour prouver ce fait, Dat utilise un critere numerique de Usupercuspidalite etabli par Vigneras 
pour construire une correspondance de Langlands locale modulo i ([13]). La reduction modulo 
i d’une representation irreductible cuspidale Uadique entiere p de H est toujours irreductible et 
cuspidale, mais elle n’est pas toujours supercuspidale ; plus precisement, elle est supercuspidale 
si et seulement si le nombre de representations cuspidales Uadiques entieres de H qui sont stric- 
tement congrues a p est “le plus grand possible” (voir [13, Proposition 2.3]). II prouve aussi une 
variante de ce critere numerique pour A (voir [4, Proposition 2.3.2]). 

1.4. 

Soit maintenant D une F-algebre a division centrale de degre reduit d, et posons G = GLm(D), 
m ^ 1. Si Ton veut construire une correspondance de Jacquet-Langlands locale modulo i 
generale, il est naturel de commencer par generaliser le critere numerique de Gsupercuspidalite 
de Vigneras et Dat. G’est ce que nous faisons, en le presentant sous une forme legerement 
differente. Soit p une representation irreductible cuspidale Gadique entiere de G. II y a ([10, 
Theoreme 3.15]) une representation irreductible cuspidale Gmodulaire /? de G et un unique entier 
a = a{p) ^ 1 tels que la reduction modulo i de p soit egale a : 

(1.1) re{p) = p + pi^ + ■ ■ ■ + pu°'~^ 

dans le groupe de Grothendieck des representations .^-modulaires de longueur finie de G, ou v 
designe le caractere valeur absolue de la norme reduite. La representation p n’est pas unique en 
general, mais sa classe inertielle [G, p\ ne depend que de la classe inertielle [G, p\ de p. Quand 
G est deploye, I’entier a{p) est toujours egal a 1, c’est-a-dire que la reduction modulo I dep est 
toujours irreductible. 

Definition 1.1. — On dit que p est l-supercuspidale si r^{p) est irreductible et supercuspidale. 

1.5. 

Etant donnee une representation irreductible cuspidale p comme en 1.4, on note : 

re{[G,p]) 

I’ensemble des reductions modulo i des representations entieres inertiellement equivalentes a p, 
et on appelle cet ensemble la reduction modulo i de [G, p\. On note n{'p) le nombre de caracteres 
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^-adiques non ramifies x de G tels que px est isomorphe kpet c{p) la plus grande puissance de 
i divisant — 1. Le resultat suivant generalise [13] et [4], 

Theoreme 1.2. — Soit p une representation irreductible cuspidate i-adique entiere de G. 

(1) L’ensemble des classes inertielles de representations irreductibles cuspidales i-adiques en- 
tieres de G congrues a p est fini, de cardinal note t{p). 

(2) On a : 

tip) ^ cip) 

avec egalite si et seulement si p est i-supercuspidale. 


1 . 6 . 

Interessons-nous maintenant au cas ou p n’est pas Gsupercuspidale ; en etudiant plus finement 
la fagon dont les entiers tip) et c(p') different, il est raisonnable de penser qu’on pourra en dMuire 
des informations sur la structure de p. D’apres la classification des representations irreductibles 
cuspidales Gmodulaires de G en function des supercuspidales ([9, Theoreme 6.14]), il existe un 
unique entier naturel : 

kip) ^ 1 

tel que p apparaisse comme sous-quotient de I’induite parabolique d’une representation irreduc¬ 
tible supercuspidale du sous-groupe de Levi standard GLr(D) x ■ ■ ■ x GLr(D) avec rkip) = m. 
En particulier, p est supercuspidale si et seulement si A:(/9) = 1. Posons ; 

(1.2) wip) = kip)aip). 

Ainsi p est Gsupercuspidale si et seulement si wip) = 1. Le r&ultat suivant montre qu’on pent 
determiner la valeur de wip) en comparant et cip). 


Theoreme 1.3. — Soit p une (^^-representation irreductible cuspidate entiere et non i-super- 
cuspidale de G. Alors : 


tip) wip) 


cip) — 1 si t(p) est premier a i, 

cip)ii — \)l~^ sinon. 


1.7. 

Changeons maintenant de point de vue. Quand G est deploye, Vigneras a montre ([12]) qu’une 
repr&entation irreductible cuspidale Gmodulaire p de G se releve toujours en une representation 
Gadique de G, c’est-a-dire qu’il existe une representation Gadique entiere de G dont la reduction 
modulo i est isomorphe a p. Si maintenant G n’est pas deploye, toute representation irrMuctible 
supercuspidale Gmodulaire de G se releve a (voir [10, 9]) mais il existe des representations 
cuspidales qui ne se relevent pas. Etant donnee une representation cuspidale non supercuspidale 
Gmodulaire p de G, il est naturel de demander a quelle condition elle admet un relevement. 

1 . 8 . 

Pour repondre a cette question, nous avons besoin de I’invariant : 

sip) ^ 1 

introduit dans [10], dont la definition repose sur la construction des representations irreductibles 
cuspidales de G par la theorie des types de Bushnell-Kutzko (voir la section 2 ci-dessous). G’est 


4 


VINCENT SECHERRE 


un diviseur de d ; en particulier il est toujours egal a 1 quand G est deploye. Get invariant est relie 
a nn autre invariant, le degre parametrique 6{p) introduit dans [2], par I’identite 6{p)s{p) = md. 

Theoreme 1.4- — Soit p une representation irreduetible cuspidate non supercuspidale i-modu- 
laire de G. Pour que p se releve d Q^, ilfaut et il suffit que les entiers s{p) et k{p) soient premiers 
entre eux et que la representation tordue pv soit isomorphe d p. 

Quand G est deploye, on a toujours s{p) = 1 et une repr&entation irrMuctible cuspidate non 
supercuspidale p est toujours isomorphe a sa tordue pv. La condition du theoreme 1.4 est done 
toujours vCTifiee ; on retrouve ainsi le r&ultat de Vigneras du paragraphe 1.7. 

1.9. 

Plus generalement, une representation irreduetible cuspidate Gmodulaire p de G etant fixee, 
nous pouvons chercher les valeurs possibles de w{'p) lorsque p decrit les representations irreduc- 
tibles cuspidales Gadiques entieres de G dont la reduction modulo I contient p. Le theoreme 1.5 
repond a cette question et complete ainsi le theoreme 1.4. Notons v la valuation Gadique sur Z 
(normalisee par v{l) = 1) et notons e{p) I’ordre de dans ^ e’est-a-dire le plus petit 

entier A; ^ 1 tel que pu^ soit isomorphe a p. 

Theoreme 1.5. — Soit p une representation irreduetible cuspidate i-modulaire de G et soit un 
entier a > 1. Pour qu’il existe une Qg-representation irreduetible cuspidate entiere p de G dont 
la reduction modulo i contienne p et soit de longueur a, il faut et il suffit que : 

(1) il existe un entier u e {0,..., v{s{p))} tel que a = e(p)£“ ; 

(2) les entiers s{p)a~^ et k{p) soient premiers entre eux. 

1 . 10 . 

Dans la derniere section, nous utilisons le theoreme 1.5 pour obtenir une formule de comptage 
de classes inertielles de representations cuspidales Gmodulaires, dans I’esprit de [3]. Gontraire- 
ment a Bushnell et Henniart, qui obtiennent leur formule en s’appuyant sur la correspondance 
de Jacquet-Langlands locale et sur I’existence prealable d’une telle formule dans le cas du groupe 
multiplicatif d’une algebre a division, nous etablissons la notre par un calcul direct, en termes 
de F-endoclasses de caracteres simples [1]. 

Fixons des entiers n,w ^ 1 tels que w divise n, et un nombre rationnel j ^ 0. Soient m,d ^ 1 
des entiers tels que md = net soit D une F-algebre a division centrale de degre reduit d. On note 
j 2 ^(D, j, w) I’ensemble des reductions mod i de classes inertielles de representations irreductibles 
cuspidales Gadiques p telles que : 

(1) il existe un entier u ^ 1 divisant m tel que p soit une representation irreduetible cuspidale 
Gadique de GL„(D) ; 

(2) on a w{p) = re et le niveau normalise de p est inferieur on egal a j. 

G’est un ensemble fini, de cardinal note a£(D,j,w). Fixons par ailleurs une cloture algebrique 5 
du corps r&iduel Ip de F, et notons yj{q,n,w) le nombre de i/ G tels que : 

(1) I’ordre de y est premier a i ; 

(2) le degre de y sur tp, note deg(y), divise nw~^ ; 

(3) I’ordre de q^^^G) dans {fLjnf^ est egal an plus grand diviseur de w premier a i. 

On a la formule suivante ; pour la notion d’endo-classe, on renvoie an paragraphe 6.1 ci-dessous 
et a [ 1 ]. 
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Theorems 1.6. — On a : 


ai(D,j,w) y}{q{Q),n{&),w), 


© 


la somme portant sur les ¥-endoclasses © de niveau normalise inferieur ou egal d j et de degre 
deg(0) divisant nw~^, et ou : 

rentier /(©) designant le degre residuel de 0. 

Cette somme ne dependant que de n, w, j et g, on en deduit le corollaire suivant. 
Corollaire 1.7. — On a a£(D,j,w) = a£(F,j,w). 


1 . 11 . 

Dans un travail ulterieur, nous montrerons comment le critere numerique affine (theoreme 1.3) 
et la formule de comptage (corollaire 1.7) jouent un role central pour prouver que la correspon- 
dance de Jacquet-Langlands locale £-adique entre representations irreductibles entieres de A et 
serie discrete entiere de G preserve les congruences et I’invariant w, induisant une bijection entre 
classes de congruence modulo i de representations. Les resultats de Dat [4] correspondent au 
cas particulier ou G = H = GL„(F) et tc = 1. 


Notations et conventions 

Dans tout cet article, on fixe un corps localement compact non archimedien F et une F-algebre 
a division centrale D, de degre reduit note d. On fixe un entier m ^ 1 et on pose G = GLm(D). 

Si K designe une algebre a division sur une extension finie de F, on note Ik son corps residuel 
et qk le cardinal de Ik- On note en particulier q = qp le cardinal du corps residuel de F. 

On fixe un nombre premier i ne divisant pas q. On note une cloture algebrique du corps des 
nombres Gadiques et son anneau d’entiers. Son corps r&iduel est une cloture algebrique 
d’un corps fini de caracteristique i. 

Toutes les representations considerees dans cette article sont lisses. 

Deux representations Gadiques entieres de longueur finie (de G ou d’un groupe profini) sont 
dites congruentes (modulo i) si elles ont la meme reduction modulo i (voir [12, 14]). 

2. Rappels sur les representations cuspidales 

Au paragraphe 2.1, R est un corps algebriquement clos de caracteristique 0 ou i. Ensuite, ce 
sera ou bien le corps Q^, ou bien le corps F^. 

2 . 1 . 

Rappelons quelques faits tir& de [10] sur les R-representations irrMuctibles cuspidales de G. 
D’abord, il y a une correspondance bijective naturelle : 

(2.1) [G,p]-[J,A] 

entre classes inertielles de R-representation irreductible cuspidale de G et classes de G-conjugai- 
son d’objets appeles types simples maximaux de G ([10, §3]). Plus precisement, la classe d’inertie 



6 


VINCENT SECHERRE 


de p et la classe de conjugaison de (J, A) se correspondent par (2.1) si et seulement si la restriction 
de p a J possede une sous-representation isomorphe a A. 

Un type simple maximal de G est une paire (J, A) formee d’un sous-groupe ouvert compact 
J de G et d’une R-representation irreductible A de J dont la construction est effectuee en [10, 
§2]. Resumons-en brievement les principals etapes. 

D’abord, on part d’une strate simple [A, n, 0, /3] dans la F-algebre de matrices Mm(D) et d’un 
caractere simple 9 e S(A, 0,/3) d’un sous-groupe ouvert compact = H^(/3, A) de G. II y a un 
sous-groupe ouvert compact = J^(/3, A) de G contenant et normalisant H^, et possMant une 
unique representation irreductible rj dont la restriction a contienne 9. 

La representation p se prolonge en une representation irrMuctible k d’un sous-groupe ouvert 
compact J = J(/3, A) de G contenant et normalisant J^, de meme ensemble d’entrelacement que 
r] ; un tel prolongement k s’appelle une 13-extension de rj. 

On suppose que J n est un sous-groupe compact maximal de . On fixe un isomorphisme 
d’algebres entre le centralisateur B de E = F[/l] dans Mm(E)) et une E-algebre Mj„'(E)') pour un 
m' ^ 1 et une E-algebre a division centrale D' convenables, identifiant J n B’^ au sous-groupe 
compact maximal standard de GLm'(D'). 

Le groupe J est egal a (J n B’^)J^, et on a des isomorphismes de groupes : 

J/Ji ^ (J n B’<)/(ji n B’^) ^ GL^,(1 d'), 

le second etant induit par I’isomorphisme de E-algebres fixe precedemment. Notons Q ce dernier 
groupe et fixons une representation irreductible cuspidale a de Q. Elle definit, par inflation, une 
representation irreductible de J triviale sur J^, encore notee cr. Alors la paire (J,k0cj) est un 
type simple maximal de G, et tons sont construits de cette fagon. 

Soit p une R-representation irreductible cuspidale de G dont la classe inertielle [G, p] corres¬ 
pond a la classe de conjugaison d’un type simple maximal (J, A). Le groupe de Galois de Id' sur 

agit sur les representations de ^ ; on note : 

s{p) = s(cj) 

I’ordre du stabilisateur de a dans ce groupe de Galois. Quand G est deploye, c’est-a-dire quand 
D est egale a F, ce groupe de Galois est trivial et on a toujours s{p) = 1. 

Notons n{p) le nombre de caracteres non ramifies x de G tels que la repr&entation tordue px 
soit isomorphe a p, et f{p) le quotient de md par I’indice de ramification de E sur F. 

Ges trois entiers sont independants des choix effectues dans la construction de (J, A) ; ils ne 
dependent que de la classe inertielle de p. Lorsque R est de caracteristique 0, ils sont lies par la 
relation : 

n{p)s{p) = f{p). 

Lorsque R est de caracteristique i en revanche, I’entier s(/3) divise /(p), et n{p) est le plus grand 
diviseur de f{p)s{p)~^ premier a 

Lorsque R est de caracteristique on a introduit au paragraphe 1.6 un entier k{p) : le nombre 
de termes dans le support supercuspidal de p. De fagon analogue, il y a un unique entier naturel: 

k{a) 

tel que a apparaisse comme sous-quotient de I’induite parabolique d’une representation irreduc¬ 
tible supercuspidale du sous-groupe de Levi standard GLj.(5d') x • • • x GLr(tD') avec rk{a) = m'. 


Lemme 2.1. — On a k{p) = k{a). 
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Demonstration. — Posons k = k{p) et definissons un entier r ^ 1 par kr = m. II y a une repre¬ 
sentation irreductible supercuspidale po et des R-caracteres non ramifife xi; • • • de GLr(D) 
tels que p apparaisse comme un sous-quotient de I’induite parabolique de poXi 0 - ■ - 0 PoXk a G 
([9, Theoreme 6.14]). Fixons un type simple maximal (Jo,ko 0(To) contenu dans pg. D’apres, 
par exemple, la preuve de [9, Lemme 6.1], on pent choisir ag de sorte que cr apparaisse comme 
un sous-quotient de I’induite parabolique de cjo 0 ■ ■ ■ ® uo a t/. D’apres [9, Proposition 6.10], la 
representation ag est supercuspidale. Par unicite de on en deduit que k(a) = k. □ 

Remarque 2.2. — On en deduit que k{p) divise m', et pas seulement m. 


2 . 2 . 

Fixons une extension 1 de de degre m', et notons X I’ensemble des x e de degre m' sur 
Id'- D’apres Green [7], il y a une application surjective : 

(2.2) X ^ S-{x) 

de X vers I’ensemble des classes de repr&entations irreductibles cuspidales Gadiques de Q ; les 
antecedents de o-{x) sont les conjugues de x sous Gal(l/lD')- Pour x e 1^, notons [x] I’orbite de 
X sous Gal(l/6E) et : 

deg(x) = card([x]) 

le degre de x sur Ie- Notons d’ le degre reduit de D' sur E. 


Lemme 2.3. — Pour x e X, soit a la representation cuspidale lui correspondant par (2.2). On 
a la relation : 


(2.3) 


deg(x) 


m'd' 

s{a) 


et s(a) est premier a m'. 


Demonstration. — Notons (j) I’automorphisme de Frobenius x x®. Pour /c e Z, on a : 

aM k I 

^ a il existe / e Z tel que x'^® = . 

Si Ton note [ct] I’orbite de a sous Gal(tD'/fe)) on en d^uit que : 

card([a]) = = (d',deg(x)). 

Par ailleurs, si n est I’ordre de x, alors I’ordre de gE dans {T^InT^)^ est deg(x), tandis que I’ordre 
de gD' dans {TjIhTj)^ est m'. On en deduit le r&ultat voulu. □ 

Corollaire 2 . 4 . — L’entier s(a) est premier a m. 


Demonstration. — Notons g le degre de E sur E, de sorte que : 

d , g 


d' = 


m = m 


{d,g)' {d,g)' 

L’entier s{d) divise d', et il est premier a m' d’apres le lemme 2.3 ; le resultat s’ensuit. □ 






8 


VINCENT SECHERRE 


D’apres Dipper et James [5, 6, 8], si x e X, la rMuction modulo (. de ^{x) est irreductible et 
cuspidale, et ne depend que de la partie ^-reguliere de x, c’est-a-dire de I’unique y ^ tel que 
I’ordre de xy~^ soit une puissance de 1. Ceci definit une application surjective : 

(2.4) y ^ a{y) 

de I’ensemble Y des parties Yregulieres des elements de X vers celui des (classes de) representa¬ 
tions irreductibles cuspidales .^-modulaires de Q ; I’ensemble des antecedents de cr{y) est I’orbite 
de y sous le groupe de Galois de t sur to/. 


Lemme 2.5. — Pour y eY, soit a la representation cuspidale lui correspondant par (2.4). On 
a la relation : 


(2.5) 

et s{a) est premier a m'k{a)~^ 


deg(i/) 


m' d' 
k{a) s{a) 


Demonstration. — Si Ton note m" le cardinal de I’orbite de y sous Gal(t/tD')) alors I’entier k{a) 
defini a la section 2 verifie la relation m’ = k{a) ■ m". Gomme dans le lemme precedent, on en 
dMuit la relation (2.5) et que s{a) est premier a m" = m'k{a)~^. □ 


Soit X e X, et soit y e Y la partie Greguliere de x. Soit a la repr&entation cuspidale Gadique 
correspondant a x et cr sa reduction modulo qui correspond a y. On pose : 

s{a) 


a{a) = 
w{a) = 


s(ct)’ 

deg(x) 

deg(?/) 


= k{a)a{a) 


On a les propriety suivantes. 

Lemme 2.6. — On a {w{a),m') = k{a) et {w{a), s{a)) = a{a). 


Demonstration. — Gomme s{a) est premier am', il est aussi premier a k{(T). Multipliant par 
a{'p), on en deduit que {w{a),s{a)) = a{a). Ensuite, m'k{a)~^ etant premier a s(c7), il est aussi 
premier a aij)). Multipliant par k{a), on en deduit que {w{a),m') = k{a). □ 

Notons s{a) I’ordre de : 

(2.6) ^deg(y).fcH 

dans {7.1 ay. 


Lemme 2.7. — Si x ¥= y, le plus grand diviseur de a{a) premier a i est e(cr). 

Demonstration. — Dans (Z/nZ)^ (ou n designe I’ordre de x), I’ordre de (2.6) est : 

(deg(y)fc(cj),deg(x)) 

Gomme x ¥= y, I’entier n est divisible par £. En projetant sur (Z/^Z)^, on en deduit que le plus 
grand diviseur de a{a) premier a i est s{a). □ 
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3. Comptage 

3.1. Preuve du theoreme 1.2 

Soit p une repr&entation irreductible cuspidale £-adique entiere de G, et soit 0(^ I’ensemble 
des classes inertielles [G, p'] de representations irrMuctibles cuspidales Gadiques de G congrues 
a [G, pI modulo c’est-a-dire telles que : 

r,([G,^]) = r,([G,p]). 

Fixons un type simple maximal (J, A) dans la classe de G-conjugaison correspondant a [G, p], et 
notons A la rMuction de A modulo 1. Alors (J, A) est un F^-type simple maximal correspondant 
a la classe inertielle de la repr&entation p apparaissant dans (1.1), et I’entier a = a{p) est I’indice 
du G-normalisateur de (J,A) dans celui de (J, A) (voir [10, §3]). 

L’ensemble 0(^ s’identifie done a I’ensemble des classes de G-conjugaison de Q^-types simples 
maximaux (J', A') tels que, si Ton note A' la reduction de modulo on ait : 

(1) les F^-types simples maximaux (J^A') et (J, A) sont conjugufe sous G ; 

(2) on a (Ng(J', A') : Ng(J', A')) = (Ng(J, A) : Ng(J, A)) ; 

ou Ng(J, A) designe le normalisateur de (J, A) dans G. Quitte a conjuguer, on pent done supposer 
que J' = J et A' = A ; I’ensemble 0(/o) s’identifie done a I’ensemble 11(1, A) des classes de Ng(J, A)- 
conjugaison de Q^-types simples maximaux (J, A') de G tels que : 

(1) les representations \' et A sont congruentes modulo I ; 

(2) les paires (J, A') et (J, A) ont le meme normalisateur dans G. 

Fixons une decomposition de A sous la forme /5 0u et un isomorphisme de groupes de J/J^ sur 
Q (voir la section 2). Le foncteur : 

T !—>■ K(S)T 

definit une bijection entre les representations irreductibles cuspidales de Q et les types simples 
maximaux de G definis sur J et contenant k. D’apres [11, Theorem 7.2], sa reciproque induit une 
bijection de T(J, A) sur I’ensemble C(a) des orbites, sous Taction du groupe de Galois Gal(li:)'/lE), 
de representations irrMuctibles cuspidales a' de Q telles que ; 

(1) les representations a' et a sont congruentes modulo £ ; 

(2) les orbites de a' et de a sous Gal(6D'/^E) ont le meme cardinal. 

Si X e X correspond a a, alors (2.2) induit une bijection entre C(u) et Tensemble %{x) des orbites 
des elements x' e X, sous le groupe de Galois F de t sur 6 e, tels que : 

(1) x' et X ont la meme partie Greguliere ; 

(2) les F-orbites de x' et de x ont le meme cardinal, c’est-a-dire que deg(x') = deg(x). 

Remarquons que la condition 2 ci-dessus signifie que x, x' ont le meme stabilisateur dans F. En 
prenant Tintersection avec Gal(t/JE)/), on voit que tout x' e vCTifiant la condition 2 appartient 
automatiquement a X. On obtient finalement une bijection entre 0(p) et %{x) ; on a done prouve 
le resultat suivant. 

Proposition 3.1. — L’ensemble 0{p} est fini, et son cardinal t{p) est le nomhre de T-orbites 
des x' e tels que x,x' ont la meme partie £-reguliere et le meme degre sur ^e- 
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Ecrivons x sous la forme yz ou y est d’ordre premier k i et z d’ordre une puissance de £ (done 
y est la partie ^-reguliere de x). L’application : 

(3.1) z! ^ yz' 

est une bijection entre la composante .^-primaire de et I’ensemble des x' 6 dont la partie 
£-reguliere est y. Etant donnes z's Pi et k e 7i, remarquons que : 

(3.2) {yz'yl^ = yz' ^ y^^ = y et (z')^^ = z'. 

Notons li I’extension de 1 e engendree par y. Pour z' e P^, notons |[z']] son orbite sous le groupe 
de Galois de 1 sur et : 

degi(^0 = card(|[^;']|) 

son degre sur ti. D’apres (3.2), les elmnents yz, yz' ont le meme degre sur Je si et seulement si : 

(3.3) degi(z) = degi(/). 

Notons 7{z) I’ensemble des [[a;']] pour z' e Pi verifiant (3.3). On a prouve le resultat suivant. 
Lemme 3.2. — L’application (3.1) induit une bijection de IP(z) surX{x). 


II ne nous reste plus qu’a calculer deg^(z) en fonction des invariants assocife a p. Comme on 
a a{p) = a(cr) et k{p) = k{a), et compte tenu de (2.3) et (2.5), on en deduit que : 

(3.4) degi(z) = = Kp)a{p) 

que Ton note w{p) = w(a). On obtient done le resultat suivant. 

Lemme 3.3. — L’entier w{p)t{p) est le nombre de z' e Pi de degre w{'p) sur ti. 


Compte tenu de la relation n(pOs(pO = /(p) (voir la section 2), I’extension de de degre w{p) 
est de cardinal : 

qnip)_ 


On en deduit I’inegalite t(/o) ^ c{p), et cette inegalite est une egalite si et seulement si w{p) = 1, 
e’est-a-dire si et seulement si p est Gsupercuspidale. Ceci met fin a la preuve du theoreme 1.2. 


3.2. Preuve du theoreme 1.3 

Poussons maintenant plus loin les calculs dans le cas ou yi{p) n’est pas irreductible et super- 
cuspidale, e’est-a-dire que w = w{p) > 1. Notons Q le cardinal de et, pour tout n ^ 1, notons 
/(n) = fqin) le nombre de z' e P^ de degre n sur ti. D’apres le lemme 3.3, on a done : 

( 3 . 5 ) m - 

Notons V la valuation Gadique sur Z, et notons t' I’extension de ti de degre w contenue dans t ; 
en partitionnant selon le degre de ses element sur li, on obtient I’egalite : 

n\w 




Par inversion de Mobius, on a : 
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ou // designe la fonction de Mobius. Notons wq le plus grand diviseur de w premier a i. 
Lemme 3.4- — L’ordre de Q dans est egal d wq. 


Demonstration. — L’ordre de z est de la forme P', r ^ 0. Comme w > 1, on deduit que r ^ 1. 
La condition deg]^(z) = w signifie que I’ordre de Q dans {Tj/PTa)^ est egal a w. En projetant 
sur {TjIITa)^ , on en deduit que I’ordre de Q dans (Z/^Z)’^ est egal au plus grand diviseur de w 
premier a i, c’est-a-dire wq. □ 


On a done : 

/(«>)- E E 

/ \ I '' Tl / 

t^v(w) nlwo 

Si v{w) = 0, on a 1 C = ico > 1 et cela donne simplement : 

«■“’») - E" (t) 

n\wo 

On trouve que : 

/(ico) = + S /^ (^) = - 1. 


•*|™o 

n^WQ 


Supposons maintenant que u(ic) ^ 1. Cela donne : 


f{w) = Yi P 

n\wQ 




n 


EKt) 

n\wo 


£v(Q 




“ / q £’'(™) ('^^O) / q ^ i '(™)-1 (^O)- 


Comme Q a le meme ordre que , k ^ 0, dans {TaIITa)^ , a savoir icq, on trouve que : 

-l) ^-1) ^ £i;(Q“-1)-1^£ _ 

On trouve ainsi le resultat annonce, en remarquant que c(p) est egal a 


3.3. Lien avec la formulation de Vigneras et Dat 

Dans ce paragraptie, nous allons reformuler le theoreme 1.2 sous une forme analogue a celles 
de Vigneras [13, Proposition 2.3] et Dat [4, Proposition 2.3.2]. 

Fixons une uniformisante ro de F et, pour toute representation irreductible cuspidale £-adique 
entiere p de G, notons (D{p,vj) I’ensemble des classes de representations irreductibles cuspidales 
f-adiques entieres de G qui sont congrues a p et dont le caractere central prend la meme valeur 
que celui de p en ro. Soit C(p) la plus grande puissance de i divisant : 


md 

n(p) 




1). 


On a le resultat suivant. 


Proposition 3.5. — Soit p une Qh-representation irreductible cuspidale et entiere de G. Alors 
I’ensemble 0(p, ro) est fini, de cardinal noteT{p), et on a : 

T(p) ^ C(p) 

avec egalite si et seulement si p est i-supercuspidale. 



12 


VINCENT SECHERRE 


Demonstration. — D’apres le theoreme 1.2, il suffit de prouver que T(p) est le produit de i(p) 
par la plus grande puissance de £ divisant mdn{p)~^. Commengons par remplacer la correspon- 
dance bijective (2.1) par la bijection : 

P ^ (J,A) 

entre classes d’isomorphisme de representations irreductibles cuspidales de G et classes de conju- 
gaison (sous G) de types simples maximaux etendus de G (voir [10, Theoreme 3.11]). 

Soit (J, A) un type simple maximal contenu dans la Q^-representation irreductible cuspidale p, 
et soit J son normalisateur dans G. D’apres [10, Proposition 3.1], il y a une unique representation 
A de J prolongeant A dont I’induite a G est isomorphe a p. Notons A la reduction modulo i de 
A, qui est un prolongement de A a J. 

Soit p' une representation irreductible cuspidale Gadique entiere de G. Pour qu’elle soit con- 
grue a p, il faut et il suffit qu’elle contienne un type simple maximal etendu (J', A') tel que J' 
soit egal a J et dont la rMuction modulo £, notee A', soit egale a A. L’entier T(p) est done le 
nombre de classes de G-conjugaison de (J', A') tels que : 

J' = J, A' = A et A'{w) = A{w). 

Fixons une uniformisante w' de D' et posons : 

W = [W j 


Le groupe J est engendre par J et w. L’entier T(p) est egal au produit t{p)ti{p) ou ti{p) est le 
nombre de representations A' de J prolongeant A telles que : 

A'{w) = A(ro) et A'(ro) = A{w). 


Le nombre de representations irreductibles de J prolongeant A et prenant une valeur fixee en w 
est egal a I’indice de F’^J dans J, e’est-a-dire a : 


(3.6) 


e(E : F)s(p) 


md 


ou e(E : F) designe I’indice de ramification de E sur F. Compte tenu de la condition supplemen- 
taire sur A'{w), on trouve que ti{'p) est la plus grande puissance de £ divisant (3.6). □ 


4. Preuve du theoreme 1.4 

Soit p une repr&entation irrMuctible cuspidale Gmodulaire de G et soit (J, k0cj) un F^-type 
simple maximal dans la classe de G-conjugaison correspondant a [G, p\. D’apres [10], pour que p 
se releve a Q^, il faut et suffit que cr, consideree comme une representation irreductible cuspidale 
de Q, se releve en une repr&entation irreductible cuspidale Gadique a telle que s(a) = s(it). 

Soit y £ Y correspondant a a par (2.4). Pour qu’une telle representation a existe, il faut et il 
suffit done, d’apres (3.4), qu’il existe un x e X dont la partie Greguliere soit y et qui verifie : 

deg(x) = k{a) ■ deg(y). 

Si p (done a) est supercuspidale, e’est-a-dire si Ton a k{a) = 1, alors x = y e X v&ifie les con¬ 
ditions requises, et on retrouve bien le fait que toute representation irreductible supercuspidale 
Gmodulaire se releve. 
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Supposons maintenant que p est cuspidale mais pas supercuspidale, c’est-a-dire que k{a) > 1. 
Notons : 

e(p) 

I’ordre de dans (voir le paragraphe 2.1 pour la definition de I’entier n{p)). Soit u 

le caractere non ramifie .^-modulaire de G obtenu en composant la norme reduite de G sur F^, 
la valuation de dans Z (envoyant une uniformisante sur 1) et le morphisme envoyant 1 sur 
I’inverse de q modulo i. 

Lemme 4-1- — Soit un entier i e Z. Pour que pv^ = p, il faut et il suffit que £{p) divise i. 

Demonstration. — D’apres [10, §3.4], les representations pp* et p sont isomorphes si et seulement 
si = 1. L’ordre de u etant egal a I’ordre de q dans (Z/.^Z)^, note e, ceci equivaut a dire 

que e divise n{p)i. Il ne reste plus qu’a remarquer que : 

{e,n{p)) 

pour conclure. □ 

Corollaire J^.2. — On a pv ~ p si et seulement si £{p) = 1. 

Ainsi le theoreme 1.4 peut etre reformule de la fagon suivante. 

Theoreme 4-3. — Soit p une representation irreductible cuspidale non supereuspidale i-modu- 
laire de G. Pour que p se releve a Qi, ilfaut et il suffit que les entiers s{p) et k{p) soient premiers 
entre eux et que e(p) = 1. 

D’apres le paragraphe 2.1, I’entier n{p) est le plus grand diviseur de f{p)s{p)~^ premier a 1. 
Par consequent, e{p) est egal a I’entier £{a) du paragraphe 2.2. 

Lemme 4-4- — Pour toute representation irreductible cuspidale i-adique a relevant a, le plus 
grand diviseur de a{a) premier d I est e(cj). 

Demonstration. — Fixons un x e X correspondant a a et de partie reguliere y. Comme p (done 
a) n’est pas supercuspidale, on a, x ¥= y. Le resultat suit alors du lemme 2.7. □ 

Posons /(cr) = f{p) (voir le paragraphe 2.1). 

Lemme 4-5. — Soit 2 : e P^ d’ordre P, r ^ 0. On a yz e si et seulement si I’ordre de : 

(4.1) qfO)kO)-^ 

dans [ZjPZff est egal a k{a). 

Comme y e Y, il y a un 2 : e P^ (non trivial puisque a n’est pas supercuspidale) tel que yz e X. 
Il y a done un r ^ 1 tel que I’ordre de (4.1) dans iZjPZff est egal a k[a). En reduisant modulo 
I, on en deduit que son ordre dans {ZjlZff est le plus grand diviseur de k{a) premier a L 

Lemme 4-6. — Soit 2 : e P^ d’ordre P, r ^ 0. On a deg{yz) = k{a) ■ deg(y) si et seulement si 
I’ordre de : 

qfO){k{(T)s{a))-^ 

est egal a k{a). 


(4.2) 

dans {ZjPZY 
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Supposons d’abord que p se releve a Q^. D’apres les lemmes 2.6 et 2.7, on trouve que k{p) 
est premier a s{p) et que s{p) = 1. 

Inversement, supposons que les conditions du theoreme 1.4 sont verifiees. Soit z e d’ordre 
, r ^ 1, tel que yz e X, et notons n I’ordre de (4.2) dans (Z/^^Z)^. D’apres le lemme 4.5, on 
a : 


(4.3) 


n 

(n,s(cj)) 


k{a). 


L’hypothese e{p) 
(4.4) 


1 implique que : 

n 

{n,k{a)) 


t ^ 0. 


Si i divise ^((t), alors s(cr) est premier a et (4.3) et (4.4) impliquent que n = k{a). 

En revanche, si fe(cj) est premier a ecrivons n = k{a)n' avec n' = (n, s(cr)) = On pent 
remarquer que t = v{n). Alors I’element : 

fv(n) 

/ e P£ 

qui est d’ordre v&ifie la condition du lemme 4.6 car I’ordre de (4.2) dans 

est egal a = k{a). Comme k{p) est premier a s{p), il vCTifie aussi la condition du lemme 

4.5. Ceci met fin a la preuve du theoreme 1.4. 


Remarque 4-7. — Posons k = k{a) et s = s{a), et notons r I’unique representation irreducti- 
ble supercuspidale de GLm/fc-i(tD') telle que a soit un sous-quotient de I’induite parabolique de 
r®- • -^r. Le plus grand diviseur de k premier a£ est e(r)(s,e(r))“^ et £{a) est egal a (s,e(r)). 
La condition du theoreme 1.4 s’ecrit done £{p) = 1 et min(u(A:), u(s)) = 0. 


5. Preuve du theoreme 1.5 

Soit p une representation irreductible cuspidale Amodulaire de G, et soit a > 1. On cherche a 
quelle condition p admet un a-relevement, e’est-a-dire une representation irreductible cuspidale 
Gadique entiere p de G dont la reduction modulo £ contienne p et soit de longueur a. II faut et 
suffit pour cela que a se releve en une representation irreductible cuspidale Gadique a telle que 
s((t) = a ■ s(a). D’apres les lemmes 2.6 et 2.7, on a des conditions necessaires : 

(1) a = £{a)i^ avec u ^ 0. 

(2) a divise s(cj) et s(cr)a“^ est premier a k{a). 

Supposons done qu’elles sont vCTifiees. 

Remarque 5.1. — En particulier, si a n’est pas supercuspidale, les lemmes 2.6 et 2.7 montrent 
que £{a) divise s(ct). 

Soit y G Y correspondant a a par (2.4). Pour qu’une telle representation a existe, il faut et il 
suffit done, d’apres (3.4), qu’il existe un x e X dont la partie Greguliere soit y et qui verifie : 

deg(x) = ak{a) ■ deg{y). 

Comme y e Y, il y a un z e P^ (non trivial car a > 1) tel que yz eX. Il y a done un entier r ^ 1 
tel que I’ordre de (4.1) dans {ZjP'Z')^ est egal a k{a). En reduisant modulo on en deduit que 
son ordre dans {ZjlZ)'^ est le plus grand diviseur de kip') premier a t. 




COMPTAGE DE REPRESENTATIONS CUSPIDALES CONGRUENTES 


15 


Lemme 5.2. — Soit z d’ordre , r ^ 0. On a deg{yz) = ak{a) ■ deg{y) si et seulement si 
I’ordre de : 

f{a)(k{a)s{cr))-^ 


(5.1) 

dans est egal d ak{a). 




Soit 2 e d’ordre r ^ 1, tel que yz e X, et soit n I’ordre de (5.1) dans (Z/.^^’Z)’^. D’apres 
le lemme 4.5, on a : 

n 


(5.2) 


= k{a). 


(n,s(cj)) 

En particulier, on a : 

(5.3) v{n) = v{k) + min(i;(n), i;(s((t))). 

Si Ton note no le plus grand diviseur de n premier a on a : 


(5.4) 


no 


= e(f^)- 


(no, A;(cj)) 

On dMuit de I’hypothese sur a que (no, ■s(cr)) = e(cr), puis que no = A:o(cr)e(cr), ou A;o(cr) designe 
le plus grand diviseur de fc(cr) premier a £. 

On cherche un t e {1,... — 1)} tel que I’ordre de (5.1) dans soit egal a ak{a). 

D’apres I’hypothese sur a, cela impliquera automatiquement que I’ordre de (4.1) est k[a). Soit : 

to = v{qr° - 1). 

On a done : 

y(^qfO) — 1) = io + ^^(•s(<t)) + v{k). 

Posons t = to + u + v{k) (on a bien t ^ — 1) car u ^ v{s{a))). Alors I’ordre de (5.1) dans 

(Z/^*Z)’^ est egal a = ak{a). 

Remarque 5.3. — Compte tenu de la remarque 4.7, la condition du theoreme 1.5 se r&ume a 
n e {0,..., u(s(p))} et min(u(/i:(p)), ^(^(p)) — n) = 0. 


6. Preuve du theoreme 1.6 

Dans toute cette section, on fixe des entiers n,w ^ 1 tels que w divise n. 

6 . 1 . 

Dans ce paragraphe, nous rappelons brievement quelques attributs des F-endoclasses de carac- 
teres simples dont nous aurons besoin. Pour plus de details, nous renvoyons le lecteur a [1]. 

Soit A une F-algebre centrale simple de dimension finie, soit [A, n\, 0, j3\ une strate simple de 
A et soit 9 e C(A, 0,/l) un caractere simple. Le couple ([A, nA, 0,/3], 0) definit un ps-caractere 
dont I’endo-classe - qui est une classe d’equivalence de ps-caracteres - est notee ©. Les entiers : 

/(©) = /(F[/3]:F), 
deg(©) = [F[/3]:F], 

e’est-a-dire le degre residuel et le degre de F[/3] sur F respectivement, ne dependent pas du choix 
de (3 mais uniquement de ©. Le nombre rationnel positif : 

l {@) = -uf(/?). 
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ou fp designe la valuation sur F[/3] normalisee en donnant la valeur 1 a une uniformisante de F, 
ne depend pas non plus du choix de /3 mais uniquement de 0. 

Si p est une R-repr&entation irrMuctible cuspidale de (ici R d&igne ou F^), il existe un 
couple ([A, nA, 0, /3], 0) comme ci-dessus tel que la restriction de p au pro-p-sous-groupe H^(/3, A) 
contienne 9. L’endoclasse 0 definie par ce couple ne depend que de la classe d’isomorphisme de 
la repr&entation p, et le nombre rationnel /(0) ^ 0 est le niveau normalise (ou aussi profondeur) 
de p. 


6 . 2 . 

Soit D une F-algebre centrale simple de degre reduit d divisant n, et soit 0 une F-endoclasse 
de degre g divisant nw~^. On definit un entier m ^ 1 par la relation md = n et on pose : 


d' = 


d 


m = 


m{d,g) 


{d, g) ’ g 

Pour tout It ^ 1 divisant m, notons £/ (D, 0, w, u) I’ensemble des classes inertielles de represen¬ 
tations irrMuctibles cuspidales ^-adiques p de GLu(D) telles que : 

(1) w{p) = w ; 

(2) I’endoclasse de p est egale a 0. 

Remarquons que, pour qu’il y ait une representation irreductible cuspidale Aadique p de GL„(D) 
d’endoclasse 0, il faut et il suffit que I’entier u soit de la forme : 


( 6 . 1 ) 


9 t 

U = ——r • U 


{d,g) 


ou u' est un diviseur de m'. Posons maintenant : 

(6.2) .e/(D, 0 , ic) = j2/(D, 0 , u;, tt) 

u\ra 

et notons £/i{D,Q,w) I’ensemble des reductions mod i des Gmnents de (6.2). L’endoclasse 0 
etant fixee, cet ensemble est fini, et son cardinal sera note ^^(D, &,w). 


6.3. 

Dans ce paragraphe, on suppose que 0 est la F-endoclasse nulle 0, et on va calculer a£(D, 0, w). 
Etant donne un entier u ^ 1 divisant m, toute representation irreductible cuspidale Gmodulaire 
a de GLu(Id) definit un type simple maximal de niveau 0 de GL„(D) — done une classe inertielle 
D((t) de representations cuspidales de niveau 0 de GL„(D). L’application : 

(6.3) a 1-^ D((t) 

est surjective (toutes les classes inertielles de representations cuspidales de niveau 0 de GLu(tD) 
sont atteintes) et ses fibres sont les classes de conjugaison sous le groupe de Galois de Id sur Jp- 

Lemme 6.1. — Soit a une representation irreductible cuspidale i-modulaire de GL„(1d)- Alors 
D(cj) appartient a, .^^(D, 0, w) si et seulement s’il existe une representation irreduetible cuspidale 
i-adique a de GL„(1d) dont la reduction modulo I soit a et telle que w(d) = w. 

Notant Bi{q, m, d, w) I’image reciproque de .e^(D, 0, w) par (6.3), qui est decrite par le lemme 
6.1, on obtient ainsi : 

ai{B,0,w) = 
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ou a decrit I’ensemble 

Fixons une cloture algebrique 6 de et notons t I’extension de fip de degre nw~^ incluse dans 
1. (Attention ! Cette extension t de Bp ne coincide avec I’extension ainsi notee dans la section 2 
que si w = 1.) Pour tout y e , posons : 

deg(y) = degre de y sur tp, 

e(y) = ordre de dans (Z/fZ)’^. 

et notons y^{q,n,w) I’ensemble des y e , d’ordre premier a i, tels que e(y) soit egal a wq, le 
plus grand diviseur de w premier a i. Nous allons definir une application surjective : 


Ve{q,n,w) Bi{q,m,d,w) 


dependant du choix de D. 

Soit y G yi{q,n,w). Notons : 


r{y) = 


deg(y) 


(deg(y),d) 

le degre de y sur et TD(y) la repr&entation irreductible supercuspidale ^-modulaire du groupe 
GLj,(y)(BD) correspondant a y par (2.4). Posons s{y) = s(TD(y)) et ; 

m = "" 


{w,s{y))' 


On a le lemme suivant. 


Lemme 6.2. — II existe une unique representation irreductible cuspidate : 
dont le support supercuspidal soit egal a k{y) ■ x-£,{y). 

Demonstration. — D’apres [12, III.2.5], il suffit de prouver que le plus grand diviseur de k pre¬ 
mier a I, note /cq, est egal a I’ordre de dans (Z/£Z)^. Comme on a e(y) = wq d’une part 

et r(y)d = s{y) deg(y) d’autre part, cet ordre est egal a : 

Wq = h 
iwo,s{y)) 

ce qui met fin a la demonstration. □ 


Lemme 6.3. — Pour tout y e y^{q,n,w), la representation crp)(y) appartient a Bi{q,m,d,w). 


Demonstration. 


II faut d’abord prouver que le degre de crD(y) divise m. D’abord, on a : 

s{y) = ^ 


(deg(y),d) 

Par hypothese sur y, il existe un entier t ^ 1 tel que n = wt ■ deg(y). On en deduit que : 


r{y) = 


m 


{m, wt) 


et s{y) = 


wt 


(m, wt) 


et k{y) = 


{m, wt) 
{{m,wt),t)' 


puis que I’entier deg(o‘D(y)) = k{y)r(y) divise m. D ’apres le debut de la section 5, il ne reste 
qu’a verifier que a = {w,s{y)) divise s{y) et que s{y)a~^ = s{y)(w, s{y))~^ est premier a k{y), 
ce qui est immediat. □ 


Ceci definit une application ctd ; y ^ o'D(y) de yi{q,n,w) dans B£{q,m,d,w). 
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Proposition 6.4- — L’application Cd sst surjective, et ses fibres sont les classes de conjugaison 
sous I’automorphisme de Frobenius x . 


Demonstration. — Soit a e B^(g, m, d, id). II y a une unique repr&entation irreductible super- 
cuspidale £-modulaire T(cr) telle que le support supercuspidal de a soit egal a k[a) ■ x{a). Soit 
y un parametre de James pour t(cj). II est d’ordre premier a £ et verifie e(y) = wq, mais il 
est a priori dans une extension de tp de degre nk{a)~^. Toutefois, par hypothese sur a, I’entier 
wk{a)~^ divise s(r). On en deduit que y est dans une extension de tp de degre nw~^, c’est-a-dire 
que y e Y £{q,n,w), ce qui prouve la surjectivite. Ensuite, on a : 


(6.4) 


deg (cr) 


degjy) _ w 

(deg(y),d) {w,s{y)) 


{w,deg{a)) 


w 

(.w,s{y))' 


II s’ensuit que I’application a ^ t((t) est injective. 


□ 


On en deduit que : 


ai(D,0,w) 


^ d deg(o'D(y)) 

y ^ 

^ deg(y) 


(oil y decrit Y£{q,n,w)), valeur que Ton note y\{q,n,w). 


6.4. 

Supposons maintenant que © est quelconque, de degre g divisant nw~^. On pose : 

q{&) = q^^^\ n(0) = m'd' = —, 

g 

oil /(©) designe le degre residuel de I’endoclasse ©. Fixons un entier u de la forme (6.1) et une 
realisation ([A, n\, 0, /3], 0), oil 0 est un caractere simple (^-modulaire) attache a la strate simple 
[A,nA,0, /?] de Mu(D). On suppose que I’intersection entre I’ordre hereditaire associe a A et le 
centralisateur de F[/3] dans Mu(D) est maximal. Fixons aussi une /3-extension k de 0 et posons 
J = J(/3, A). L’application a K0a induit une surjection : 

(6.5) cr 1 -^ [J, K ® cj] [GL„(D), p] 

entre classes d’isomorphisme de repr&entations irreductibles cuspidales Amodulaires du groupe 
GL„/ (Jp)/) et classes inertielles de representations irreductibles cuspidales Gmodulaires du groupe 
GL„(D) d’endoclasse 0. L’image d’une representation a par (6.5) appartient a £^£(0, 0, w) si et 
seulement si cr est dans B£(q(&),m',d',w), et I’ensemble des antecedents d’une classe inertielle 
[GL„(D),p] par (6.5) est de cardinal s(p). On obtient ainsi : 

a£(D,0,w) =2^^ = yl(9(0)>^(®)>^) 


(oil cr decrit I’ensemble B£(q(&),m',d',w)). 
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6.5. 

Finalement, si I’on fixe un nombre rationnel j ^ 0, et si I’on pose : 

£/i{D,j,w) = IJ £Sfi{D,®,w), 

alors on obtient I’egalite : 

ai(DJ,w) = Yi ai(D,®,w)= ^ yl{q{®),n{@),w) = ai{F,j,w), 

ce qui met fin a la preuve du theoreme 1.6 et du corollaire 1.7. 
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